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)�	"� εr �� 
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�� ���
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	� #� ����� ��
���� 
��� ������ ������� 
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�� �!�
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	� ��#�

∇2
� = με

∂2
�

∂t2
����

∇2
� = με

∂2
�

∂t2
. ��+�

,��-�	� .��� 
� ��� �
�� �!�
���	 ��� �� ���"� ����� ��� 
�� "�
��	�	�� �� �� 
	� ��
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��	� �� �
��	� ��
� 
�� "�
��	�	�� �� � 
��� �
����� ��� �"
�
� �
�� �!�
���	

∇2ψ =
1

v2
∂2ψ

∂t2
. ��/�

����� v = 1/(με)1/2� &��� ���"��'�� �	�������	"� 
	� ��0�
"���	 �0�"�� �� ��� �
��� 
	� ψ

#%
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�������� ���� ����������� ���� �� ���������
 ��� ���� 
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��� �
�����	 �
�����
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ε1E
⊥
1 = ε2E

⊥
2 ����

B⊥1 = B⊥2 ����

�
‖
1 = �

‖
2 �� �

1

μ1
�
‖
1 =

1

μ2
�
‖
2 ��!�

����� �"����
�� ������ ��� �������� ��� �������� #���� $��� �
 ��� ���� ��� ����� 
� �� ���������

������� ��
 ������ �����


��������� �������������
 �� ���������������


�
������ � ���� �������� 
� ��� xy ����� ��
� ��� ����% ��� ��� xy ����� ��������� ��
 ������

����� ���� ����
��� ���� ��
������
�
 ��&��� ��� ��
������
� �������
� 
� ��� ��������

���� �� ��� +z �������
�% ��� �
����'�� �� ��� +x �������
�

�̃I(z, t) = ẼoIe
i(k1z−ωt)�̂ ��(�

�̃I(z, t) =
1

v1
ẼoIe

i(k1z−ωt)	̂ ��)�

����� ��� ���� ��������� ���� ��� ���������% � ��*����� ���� �� ��
����� ����� ������� �
 ���

�����

�̃R(z, t) = ẼoRe
i(−k1z−ωt)�̂ ��+�

�̃R(z, t) =
1

v1
ẼoRe

i(−k1z−ωt)	̂ ����

��� � ����������� ���� �� ��
����� 
� ��� ����� ���� 
� ��� xy �����% ��������� �
 ��� ����

�̃T (z, t) = ẼoT e
i(k2z−ωt)�̂ ����

!+



�̃T (z, t) =
1

v1
ẼoT e

i(k2z−ωt)�̂. ����
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�� ���
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 ��	�
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� �
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������ ��	
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 ��
�� �
��

�̃I(�, t) = �̃oIe
i(�I ·�−ωt)� �̃I(�, t) =

1

v1
(�̂I × �̃I) ����
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�̃R(�, t) = �̃oRe
i(�R·�−ωt)� �̃R(�, t) =

1

v1
(�̂R × �̃R) ��"�


�� 
 �	
�������� �
�� �� �	���
��

�̃T (�, t) = �̃oT e
i(�T ·�−ωt)� �̃T (�, t) =

1

v1
(�̂T × �̃T ). ��#�

$�� �	�%���
� ω �� ��� �
�� ��	 
�� ��	�� �
���� 
�� �	�� ��� ��������� �� 
����
	 �	�%���
�

ω = kv

kIv1 = kRv1 = kT v2 = ω� �	 kI = kR =
v2
v1

kT =
n1

n2
kT . ��&�

$�� 
��'���� ����� �̃I+�̃R 
�� �̃I+�̃R �� ������ & ���� '� (����� ���� ��� �	
��������

����� �̃T 
�� �̃T ����� ��� '����
	� 
���������� $�� ����� ��
	� ��� �
����
��

� ��	�

( )ei(�I ·�−ωt) + ( )ei(�R·�−ωt) = ( )ei(�T ·�−ωt)� 
� z = 0. ��)�

*��
� ��� '����
	� 
��������� ���� ���� ��	 
�� ������ �� ��� ��
��� ��	 
�� ������ ���� ���

�+�������
� �

��	� ���� '� �%�
�� $�� ��
��
� ��	�� 
	� ����

�I · � = �R · � = �T · �� ���� z = 0�. ��,�

�	

x(kI)x + y(kI)y = x(kR)x + y(kR)y = x(kT )x + y(kT )y, ��-�

&.



��� ��� x ��� ��� y� 	
���
������ ��� ���� ���� 
� ��� ���������� ��� ���������� �
���� ��

x = 0� �� ����

(kI)y = (kR)y = (kT )y, ����

��� 
� y = 0

(kI)x = (kR)x = (kT )x. ����

�� �� ��
��� ��� ���� �� ���� �I �
�� 
� ��� xz ����� �(kI)y = 0�� ���� �R ��� �T ���� �
� 
�

��� xz ������  � ��� ���� !������
"� �� ��������

• #�� ����� ��
�� �����
�� ��� 
��
����� ��$������ ��� ������
����
������ ��� ��� ������ �� ��� ������� 
� ������ ��� ����� �� 	�
	���
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�� ���� 
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�� ����

kI sin θI = kR sin θR = kT sin θT , ����

����� θI 
� ��� ����� �� 	�
	���
�� θR 
� ��� ����� �� 
���
�	��� ��� θT 
� ��� ��!�� ��

������
��
��� �� ��� ����� �� 
��
�
�	��� %�� �� ����� ��!��� ��� �������� �
�� ������� ��

��� �������  � ��� ���� !������
"� ��� ����� ��� ����� #�� &��� 
� ��� ��� �� 
���
�	��

• #�� ��!�� �� 
��
����� ��� ��!�� �� ��$���
�� ��� �
����

#�� ������ 
� ��� ��� �� 
��
�
�	��� ���� '���� �� ������� ���

n1 sin θI = n2 sin θT ��(�

��
�� !
��� �� ��� ��!�� �� ��� ������
���� ��!�� �
�� ������� �� ��� ������ �� ��� 
���������

#���� ��� ����� ����! �
�� ��� ��&�
�
�� �� ��� ����� �� 
��
������ ��� ��� ����� �����������

���� �� !������
� ���
��� %�� ����� ������ ���� �� ����� ����� �� ����� ������ �
�� �)��

��� ���� *���
���* ���� ���� ���� ���� ���� ��� ���
�� �� �������

����� ����
��� ����
�	��

+���
�! +����,� -�� ��� θT

sin θT =
n1

n2
sin θI ��.�

/�



n1 < n2 θT < θI n1 > n2 θT > θI

n1 > n2 θI = θcritical θT

sin θc =
n2

n1
sin θT =

n2

n1

θc = arcsin
n2

n1
.

n = 1

n = 1

1 · sin θmax = n1 sin
(π
2
− θc

)
= n1 cos θc



����� ���� ���� ��	 
����
�
 ���
	� �	 ���	

sin θmax = n1 cos θc = n1

√
1− sin2 θc = n1

√
1−

(
n2

n1

)2

sin θmax =
√

n2
1 − n2

2. ����

��	 ������� ���
	 �
�� �	��	� ��	 ��������	 �
������ ���� �� ��	 ���	����	

NA =
√
n2
1 − n2

2. ����

��� �����	
 ���	
���

�

 ����������� 
��� ��� �	�
�
� �� ���� �� 
���� 
��  	 �	���	� ���� ��	 ��
���	 ��������!

��	 	"������ �	�� ��� ���	 ���� ��	 #�		$ ���� εικω̃υ �	����� ����	! %��� ��	 ��	 �����
�

�� 
���� ���	������� ��� �
�� �	��	�	�� ��	 ���	
���� �� 	�	��� ����������� �� ��	�	 ���	�!
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��	 �
�
�� ���	 	"������ �	�
�� 	� 
���� ����������� �� � ����
�
 �	���� ��	�	 ��	

���	� �� �	���
���� ����	� �
��
� �� � ���
���� �� ��������! )���� v = 1√
με = c0

n � ��	 �
�
��

���	 	"������ �*+�  	
��	�

∇2ψ − n2(x)

c20

∂2ψ

∂t2
= 0 ��*�

��	�	 c0 �� ��	 ��
��� ��		� �� 
����! � ��
����� �� ��*� �� �� ��	 ���� �� � ����
�������


���	

ψ = φ(x)e−iωt ��,�

��� ���	� ��$��� ��	 ����������	 �	�������	�� ��	 �
�
�� ���	 	"������  	
��	�

∇2φ+ k20n
2(x)φ = 0 ��+�

��	�	 k0 ≡ ω/c0 �� ��	 ��
��� ���	��� 	�� ���� ����� 1/length! ��	 ��
����� �� ��+��

-�
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φ(x) = A(x)eik0S(x) ����

�	
�
 S(x) �� �	
 
������ ��������� ������ �	
 ����������
 �
�������
� �� ����

∇φ = {∇A+A(ik0∇S)} eik0S(x)

∇2φ =
{
∇2A+∇A(ik0∇S) +∇A(ik0∇S) +A(ik0∇2S)−Ak20 |∇S|2

}
eik0S(x)

∂ψ

∂t
= A(−iω)eik0S(x)

∂2ψ

∂t2
= −Aω2eik0S(x).

�	
 �
��	���
 
������� �
���
�

{
∇2A+∇Aik0∇S +∇Aik0∇S +Aik0∇2S −Ak20 |∇S|2 − n2(x)

c20
(−Aω2)

}
eik0S(x) = 0

{
∇2A+∇Aik0∇S +∇Aik0∇S +Aik0∇2S −Ak20 |∇S|2 + k20n

2(x)A
}
eik0S(x) = 0. ����

 ������ �� !��� �	
 �
�� ����

∇2A−Ak20 |∇S|2 + k20n
2(x)A = 0. ��"�

#������� �$ k20A� ��� �� �	
 �
��
���� �����
∇2A
k20A

→ 0 %&' %('� �
 	��


|∇S(x)|2 = n2(x) ��)�

�	��	 �� �	
 
������ 
��������

*
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 � ����� ���
 �
���� ��

�k ≡ k0∇S ��(�

��� �	
� S(x) = constant ��
 ������
� �� �������� �	��
� �	�� �k ������ �� �	
 ���
�����
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�	 ��

�k �� �	�	����	� �� ��	 ��
�� ���	� �� �	���
����

k2 = k20n
2(x). ����

��� ������ 	
� �
�
����

��	 �	
��� ��� 	�
����� �� � �	
������ 	�
����� ���� 
�� �	�	����	 ��� ����� �� ����
��

�	���� �� ����  ��� �	 �	���	� �	�	 ���� ��	 	������ 	�
�����! ��	� ���� �	��� �
���� ����
�"

��	��

���� ��� �����
� �
�
����

��	 	������ 	�
����� �� ��	 ����
 	�
����� ���� �	�
���	� ����� ��� ����������� �� ��	

�	��	���
 ������ �� ���� �	 �		� �	�	 ���� ��	 	������ 	�
����� 
�� �	 �
���	� ������ 	�

�� ������ ��	 �	
��� ��� 	�
������ ������ ��	 ��
��	 ���� �� ��#�! ��� �	 ���� s �� ��	

��
"�	���� �� ��	 ���! �	 ���	

∇S = n
d�r

ds
. ��$�

%�&	�	�������� ���� ���	� �� ��$�

d

ds
(∇S) =

d

ds

(
n
d

ds

)
��'�

��� 
���� ��	 �	 ������ �� ��	 ���� ��	����� ∇! �	 ���	

d�r

ds
· ∇ (∇S) =

d

ds

(
n
d�r

ds

)

1

n
∇S · ∇ (∇S)) =

d

ds

(
n
d�r

ds

)

1

2n
∇[(∇S)2] =

d

ds

(
n
d�r

ds

)

1

2n
∇n2 =

d

ds

(
n
d�r

ds

)

∇n =
d

ds

(
n
d�r

ds

)
��(�

)*
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 ��������� �� ���
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����
 ���� � ��� ���� ������� ��� 
���� �� �����
 �
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�� �� ��� ���
� ������ �� ���� ��������

∫ x2

x1

nds = minimum 	
!�

����� n �
 ��� ����" �� ����������� ��� ds �
 ��� ��� �����
 ��� ���#���

$��������
 ��������� �� ���
� ������ �
 ��� ������
� �� ��� ��������� ���������
� ��� ��

�����
 ��� ��������
 �� ������ ��� � ���

���� ��������

∫
L (qα, q̇α, t) dt = 0 	
%�

����� L �
 ��� &�#���#��� �������� ����� �� T − V 	������� ����
 ��������� ����#��� ���

�
 �����
����� �� #�������'�� ����������
� $��������
 ��������� 
����
 ���� ��� ���������

�� � ��������� 
�
��� ������ � 
���� �� ���� �������� �
 � 
��������� ����� �� ��� ������

����������� $��������
 ��������� ������'�
 ��������
 �� ����� ������
 �������
 ���������

������'�
 ��������
 �� ���#��� ���� $��������
 ��������� �� ��� ������ &�#���#��
 ��������


d

dt

(
∂L

∂q̇

)
=

∂L

∂q
	

�

����� ����� ��� ��������
 �� ������ ��� � �������� �� ��� 
�
���� #���� � ����� &�#���#���

��������� &�#���#��
 ��������
 ��� ��� ��
�� ��������
��� ������� $���������� ��� (����)

���� ��������
�

���� �������
 ���������� ��� ������� �����
���
 ��� �� ����������� ��� ���� ������� ��

&�#���#��
 ��������
 �� ������ ��� ��� ��������
� �������
 ��������� ��� ���� �� ������� �


δ

∫
n(x, y, z)

(
1 + ẋ2 + ẏ2

)1/2
dz = 0 	*++�

,*



�����

L = L������� = n(x, y, z)
(
1 + ẋ2 + ẏ2

)1/2
�����

	
 ��� �
�	��� �������	��� �� �� ����
� ��� z��	����	�� �
 ��� �	����	�� ����� ��	�� ���
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�

������ ���� z 
���
 ��� 
��� ���� �
 �	�� 	� ���	����	�� ������	�
� ���������
 �����	��


����  �����

d

dz

(
∂L

∂ẋ

)
=

∂L

∂x
���!�

d

dz

(
∂L

∂ẏ

)
=

∂L

∂y
���"�

#��� ���
� ��� �����	��
� �� ��� ���	$� ��� ��� �����	�� 	� $����� ����

d

ds
n
d�r

ds
= ∇n ���%�

��	�� 	
 ��� 
��� ��
��� �� �&'�� ��� $����� ��� �����	���

!!
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�

�� �
������� ����� �����
��� ������� ����		 ���� �� ��� ������� ���� �� ��� �������
� 
�

������ ��
������
� 
� ��� �	����
�������� ������
���� �� �� �����������	 ���� dt� � �
���


� ��� ��� ���� �
��� � �������� cdt �� ��� �������
� 
� ��� 
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 ��

tan θ =
dx

dz
. ���!�

"
 ��
�� 	� ��� �
�� 	� 
��
����	
 n �
� ��� 
�� �
��� θ# ��� ������	
��
 �
� �	��
���

��
 �� �
����
 ��

H = −n cos θ ���$�

p = n sin θ. ���%�

"� ��� �
�� 	� 
��
����	
 �� �
����
��
� 	� ��� � ��� �		
��
���# ���
 ��� ������	
��


H = −n cos θ �� � �	
���
� ��	
� ��� 
�� ����& ���� �� � ��
�
���'���	
 	� (
����� )��

�	
 � ������ ���� �	
��
�	���� ��
��
� �
�� 	� 
��
����	
 �
 �
�
���
�� x*��
����	
& ���

�
���
�� 	� �	��
� 
����
 ���
 ��
� �� ��� �	 ��� ��+
���	
 	� ��� �
��� θ 
������� �	 ���

	������ � ��&

���������	 �
 ��� 
����������� �	 ��������� �	��� ������ ����������

��� �	�� �	��	
 �
�� �
	+�� �	
 �
����
�*�
�� 	������ ���������� �� � ����
���� ��
�*

��	
 	� ��� �
�
���
�� �		
��
��� x& ,	
 � 
����
����
 	������ ��������� 	� + �� ����-
���

a# ��� �
	+�� ��

n2(x) = n2
0 −

(
n2
0 − 1

) x2
a2

���.�

�!



��� ���� ��	
� ���
�
� ��
 ����������� ��

H = −
√
n2(x)− p2. �����

���������� 
�������� ����� ��	 ����� ��
� �
���


dx

dz
=

p√
n2 − p2

�����

dp

dz
=
−(n2

o − n2
1)x

a2
√
n2 − p2

. �����

���� ��
 ����� ���


dp

dx
=
−(n2

o − n2
1)x

a2p
. �����

!
������� "������
�� #
 ��"


pdp =
−(n2

o − n2
1)

a2
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xi+1 = xi + αex
2
i /2σ &'�()

����� α �� ��� �����
� ��
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� ��� 
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� ��� 
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��������� ����� 	���������

���������� �� ���  ��� !��" ��# �� ���$����� 

�������� ���	 �	
 �
�
	���� �������� ���
 
������� ����� ��� ������ n(x) = 1

∇2φ+ k2φ = 0 �����

�	
�
 ψ �� �	
 ��
��
 !
�� �
������
 "�� ��# ������������ �" �	
 
�
����� !
��� ��� k =

2π/λ = ω/v = ω
√
εμ �� �	
 �����
 ���
 ��
$
�% &����� φ �� �	
 z ���
����� ��

φ = u(x, y, z)e−ikz �����

�	
 �
�������
� ��


∇φ = ∇ue−ikz − ikue−ikz ���'�

∇2φ = ∇2ue−ikz − 2ik∇ue−ikz − k2ue−ikz ���(�

��� ��$��������� $��� ���� �	
 ������ �
 	��


(∇2u− 2ik∇u
)
e−ikz = 0. ���)�

*� �	�� ����� �
 �
���
 �	
 �������� ���������	��
 �� ���
 ����#���% &	
 !��� ��+

��� �
����� �� �	�� �	
 ��������� �" ����������� �� ���� �� �	
 ����
 �" �	
 ���
�
���	 λ%

,��	

�������# �	�� �� 
 ��
��
� ��

∣∣∣∣∂2u

∂z2

∣∣∣∣
 2k

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣ . ���-�

&	
 �
 � ����� �
����� �� �	�� �	
 ��������� �" ����������� �� ���� �� �	
 ������
��
 ���
�+

���� ∣∣∣∣∂2u

∂z2

∣∣∣∣

∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∂2u

∂y2

∣∣∣∣ . �����

(-



��� ��������� �	
����
 ����� ���� �������

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
− 2ik

∂u

∂z
= 0. �����

�	
����
 ����� �� ������ ��� �������� ���	 	
����
��

�� ����� ��� �������� ���� �	
����
 �� ���
�� ��� ����� ���
���
 ��� ��� !��� "��#

u = Aexp

{
−i

[
P (z) +

πr2

λq(z)

]}
���$�

����� r2 = x2 + y2� %� ��
 ������� u 
��
& k = 2π/λ �
� A = 1 "'# "��# 

u = exp

{
−i

[
P (z) +

k(x2 + y2)

2q(z)

]}
. ���'�

��(�
& ��� ����������� �����������

∂u

∂x
= − ikx

q(z)
u

∂2u

∂x2
=

(
− ikx

q(z)

)(
− ikx

q(z)

)
u− ik

q(z)
u = − k2x2

q2(z)
u− ik

q(z)
u

�
� ��������) !�� ∂2u/∂y2

∂2u

∂y2
= − k2y2

q2(z)
u− ik

q(z)
u

�
�

∂u

∂z
= −i

[
P ′(z)− kr2

q2(z)
q′(z)

]
u

��� ��������� �	
����
 ���
 �������

− k2x2

q2(z)
− ik

q(z)
− k2y2

q2(z)
− i

k

q(z)
− 2ik

[
−iP ′(z) + i

kr2

2q2(z)
q′(z)

]
= 0

− k2r2

q2(z)
(1− q′(z))− 2k

(
i

q(z)
+ P ′(z)

)
= 0.

*�



���� ���� �	
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�

dq(z)

dz
= 1 �����

���

dP (z)

dz
= − i

q(z)
. �����

��� 
��	�
�� �� ����� 

 q(z) = qo + z�

���� �� 
�����	�� ��� ������� ��	� �	
	����
� ��
�� ������
 ��� ���� ���� ���������


R ��� w � !

1

q
=

1

R
− i

λ

πw2
. ���"�

#��� ���"� 

 
	�
�
�	��� 
��� ��� ��
�� 
��	�
�� ��$ �� ��� ���

��� ����
�% �& ��� ������'

���
 R ��� w 

 
���� ��� ��������� R 

 ��� ���
	
 �& �	����	�� �& ��� ����&���� �� z� ���

w 

 ��� ���� ���
	
� ��
�� 

 ��(��� �
 ��� �

����� &��� ��� ���
�	� ����
�	�� �& ���

(���� �� ��� ��
�� ����� 
� ������
�
 �� ��� ���	� 1/e� ��� ���� �
�� �& ��� ���� 

 2w� ���



 ��
� ������ ��� ��	� �
	����
� ��� �
�
�	� �
������ �& ��� ���� 

 2w0� ��� 

 ������

��� ��	� �	
��� ��� ������� ���� ��������� �� ��� ��

� 

 �	���� 
��%
���� � !

q0 = i
πw2

0

λ
. ���)�


� ���� ��� 
��	�
�� �� ����� ���� ������


q = i
πw2

0

λ
+ z. ���*�

+	�
�
�	�
�% ���*� 
��� ���"�� �� ����

1

i
πw2

0
λ + z

=
1

R
− i

λ

πw2

−iπw2
0

λ + z
π2w4

0
λ2 + z2

=
1

R
− i

λ

πw2

)�



−iπw
2
0

λ
+ z =

1

R

(
π2w4

0

λ2
+ z2

)
− i

λ

πw2

(
π2w4

0

λ2
+ z2

)
�����

���	
��
 
�� ��	
��	�� �	�
� �� ������ �� ��
	�� 
�� ���������� ��� 
�� ���	�� �� 
�� ��	�

�	����

−iπw
2
0

λ
= −i λ

πw2

(
π2w4

0

λ2
+ z2

)

w2(z) =
λ2

π2w2
0

(
π2w4

0

λ2
+ z2

)

w2(z) = w2
0

[
1 +

(
λz

πw2
0

)2
]
. �����

���	
��
 
�� ��	� �	�
� �� ������ �� ��
	�� 
�� ���������� ��� 
�� �	���� �� ����	
���

z =
1

R

(
π2w4

0

λ2
+ z2

)

R(z) =
1

z

(
π2w4

0

λ2
+ z2

)

R(z) = z

[(
πw2

0

λz

)2

+ 1

]
. �����

 �� ��	� ���
��� �� w(z) �� 	 ��������	� ��
� 	����
�
�� 
�	
 �	!� 	� 	�
�� ��
� 
��

��
��	� 	��� z

θ =
λ

πw0
. ���"�

#������
 ����� �� ������ �� ��
	�� 
�� ���	
���

λz

πw2
0

=
πw2

λR
���$�

����� �	� �� ���� 
� ������� w0 	�� z �� 
���� �� w 	�� R

w2
0 =

w2[(
πw2

λR

)2
+ 1

] ��"%�

z =
R[(

λR
πw2

)
+ 1

] . ��"��

&"



���� �� ���	� �
� ��
�������� �������� ��� P (z)� �������� �����

dP (z)

dz
= − i

q(z)
= − i

i
πw2

0
λ + z

�����

��� ����������� ����� ������

iP (z) = ln

[
1− i

(
λz

πw2
0

)]

iP (z) = ln

√
1 +

(
λz

πw2
0

)2

− i tan−1
(

λz

πw2
0

)
. �����

�
� ���� ���� �� P (z) �� �
� �
��� �
��� ��
���� � !������ �
� "������� !��# ��� �� �����

����� ��	�$ �
� �#������� ���� ���������� �
� ���� ��� ��������� �� ����� �� �
� !��# ���

�� �
� ��������� �� �
� !��#$ �
� ����� �������� ��%�� �� �
� &��#
���' ��	� �������� ��

���

φ =
w0

w
exp

{
−i(kz − Φ)− r2

(
1

w2
+

ik

2R

)}
���(�

�
��� Φ = tan−1
(
λz/πw2

0

)
$

������� ��	
�����	


)� *��������  ����������� �
� �������� ��	� ��������  �� !� �����+�� !�

u(x, y, z) = g
( x

w

)
· h

( y

w

)
· exp

{
−i

[
P +

k

2q
(x2 + y2)

]}
���,�

���� g �� � ��� ���� �� x ��� z� ��� h �� � ��� ���� �� y ��� z$ -��.��� �� ���� �
� �����	����

��#������ x� ���,� ��

u(x, z) = g
( x

w

)
· exp

{
−i

[
P +

kx2

2q

]}
���%�

/���� ���%� �� �
� �������� ��	� �������� ��%��� �� �!���� &��#���0� ��
�������� ��������

��� �
� ��� ���� g

d2Hn

dx2
− 2x

dHn

dx
+ 2nHn = 0. �����

�
��� Hn ��� �
� ��������� �� ������ ��� �
� &��#��� ������#���� �
��� n ��+��� ��� �����$

�
� &��#��� ������#���� ��� �  �#����� ��� �� ���
������ ��� ����� �� �
� �����	��

�1



[−∞,∞]� ��� ���� ��� 	
��	�	���
�� 
����
	�

∫ ∞

−∞
dxe−x

2
Hn(x)Hm(x) = 2nn!

√
πδnm. �����

��
� 
����
	� ��� �� ���� �	 ����� � ��� 	� �	���	�
��� γn(x)

γn(x) =
1√

2nn!
√
π
e−

x2

2 Hn(x), n = 0, 1, 2, ... �����

�	 ���� ��� 	
��	�	���
�� 
����
	� ���	���

∫ ∞

−∞
dxγn(x)γm(x) = δnm. �����

�
��� ��
� ������ � �	������ ���� ���� ��� ���� ������� �����
	� 
� ��� 
���
��� [−∞,∞]

��� �� �!������ 
� ��
�� 	� γn(x)

f(x) =
∞∑
n=0

Cnγn(x) �����

���
� ��� �	�"�
���� ��� �� �	��� ��

Cn =

∫ ∞

−∞
dx′f(x′)γn(x′) = (�	������ �= 0). ���#�

������� ��	
�����	 
�������� �� �������� �����

$ %����
�� �����
	� 
� ������ ��

f(x) = e−
x2

2σ2 = e
− b2

2σ2

(
x2

b2

)
= e−

b2

2σ2 x
′2

���&�

��
�� �� ��� �!���� 
� ��
�� 	� '�
�
�� �	���	�
��� �()* �+���
	� ),-�� 	� ��� ���� �	��� 

�
� z = 0 ��

f(x) =
∞∑
n=0

Cnγn(x). ���)�

)�



����� ���	
� �
� ��������� ����
 �������

f(x) =
∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
dx′f(x′)γn(x′)γn(x) ����


��� �
�� ������������ ����
� �� 
���

f(x) =
∞∑
n=0

[∫ ∞

−∞
dx′

f(x′)√
2nn!

√
π
e−

x′2
2 Hn(x

′)

]
1√

2nn!
√
π
e
−x2

2 Hn(x) ����


f(x) =

∞∑
n=0

1

2nn!
√
π

[∫ ∞

−∞
dx′f(x′)e−

x′2
2 Hn(x

′)
]
e
−x2

2 Hn(x) ����


����  ��!��� �� �
� �����"� �� �
� �#��"� �"��!��

∫ ∞

−∞
dx′f(x′)e−

b2x2

2σ2 e−
x′2
2 Hn(x

′) =
∫ ∞

−∞
dx′e−

1
2

(
b2

σ2+1
)
x2

Hn(x
′). ����


$���� �� �"� ���� ��� � %������� ����� �
��
 �& �&����"& �� �� ���� '�������� �� �� &

��� �
� ���� �"��"� �' �
� (�"���� �� &����� �� n = 2m) ����� �
� ������������ ρ2 =(
−1

2

(
b2

σ2 + 1
))

'�" �
� ���������� �� �
� "��
� ���� �' ����
� ��� ����� �
� "��� � '"��

*�&�� +�, �"�� �� �)�-� ����
 �������

∫ ∞

−∞
dx′f(x′)e−

b2x2

2σ2 e−
x′2
2 Hn(x

′) =
(2m)!

m!

√
π

ρ

(
1− ρ2

ρ2

)m

. ����


.
� ��������� �' �
� %������� '������� �� ���

f(x) =

∞∑
n=0

1

22m(2m)!
√
π

(2m)!

m!

√
π

ρ

(
1− ρ2

ρ2

)m

e−
x2

2 H2m(x) �	--


f(x) =

∞∑
n=0

1

4mm!

1

ρ

(
1− ρ2

ρ2

)m

e−
x2

2 H2m(x) �	-�
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	�� 	� ���	��� ����

���� ��� ���

�� �
���� ���� ��
��	��� �� ��� ��������� ��
��	��

∇2φ+ n2(x)k20 = 0 �����

����� n2(x) 	� ������  � �!�� ��� k0 = 2π/λ 	� ��� ��


� ���� �
� ��" #���� ���

���
��� �� ���� � ������	
 �	�� ��������
� eiωt" ��� ��������� ��
��	�� ����� 	� ������


�	�� ��� ��	�� ���
�	��

φ = f(x)e−iβz ���$�

����� �� ��� ���� 
���	���	�� ��� ���������� �	����	�� x" % ���
�	�� �� ��� ���� ���$� 	�

� ���� �� ��� �
�����	
 	���� �����
	��� ��� ��� �
�
�	��� f ��� β ��� 
�������	��� ��

��	� ��	��" ��&	�� ��� �������	��� ���	���	��� �� ���$�

∂φ

∂z
= −f(iβ)e−iβz

∂2φ

∂z2
= −fβ2e−iβz

��� ��� �
 ��	�
�	�� ����� ���	���	�� ��� ��� 	���� �� �����
�	�� �!� 	��� ������ �� ����

d2f

dx2
+ (n2

ok
2
o − β2 − k2o(n

2
o − n2

1)
x2

a2o
)f = 0. ���'�

f ′′(x)e−iβz − β2f(x)eiβz + k20

(
n2
0 −

(
n2
0 − n2

1

) x2
a20

)
f(x)e−iβz = 0. ���(�

��� ��������	�� ����� ���	��� ��� �� ����

f ′′(x)− β2f(x) + k20

(
n2
0 −

(
n2
0 − n2

1

) x2
a20

)
f(x) = 0 ���)�

��	� ��
��	�� 
��  � ����������� 	��� ��� ���� �� ��� �
���
� ������	
 ��
	������ �%�*
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 ��
��� ��� ��������� ��	���������

ξ =
√

ko

(
n2
0 − n2

1

a20

)1/4

x. �����

������� ����� ��� x

x =
ξ

√
ko

(
n2
0−n2

1

a20

)1/4
. �����

����� ���  ���� ����

df

dx
=

df
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√
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I =
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∫ T
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(
C0H0e

−iβ0z + C2H2e
−iβ2z

)
eiωt

(
C0H0e

iβ0z + C2H2e
iβ2z

)
e−iωtdt "#$&%
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e−x2/2

T

(
C2
0H

2
0e
−i(β0−β0)z + 2C0C2H0H2e

−i(β0−β2)z + C2
2H

2
2e
−i(β2−β2)z

)∫ T

0
e−(ω−ω)tdt.
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2
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2
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∂Ψ

∂t
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2m

∂2Ψ
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+ VΨ !&'($
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∂t
= ψ

df
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∂2Ψ
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d2ψ

dx2
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ih̄
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f

df
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ψ
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dx2
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ζ ≡
√

mω
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d2ψ

dζ2
=

(
ζ2 −K

)
ψ ��!"�
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ζ2

2 +Be+
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ψ(ζ)→ De−
ζ2
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dh
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− ζh
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dh
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(j + 1)(j + 2)aj+2 − 2jaj + (K − 1)aj = 0. �����

���	
�� 
�� aj+2� �� ��	�
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ψ0(ζ) = a0e
− ζ2

2 . 
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��� n = 1� 
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���� ���� j = 1 �� ��� ���� a3 = 0� �� ���� ����
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ψ1(ζ) = a1ζe
− ζ2
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ψ2(ζ) = a0(1− 2ζ2)e−
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�����	
�

Hn(ζ)� %�� ���� & '��#��� "�����#���� ���
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